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RESUELTOS

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas ¥W3ninutos

Contesta de manera clara y razonada una de lagpdames propuestas. Cada cuestion
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion finadlsteene de dividir el total entre 4.

OPCION A

1°) Encontrar el punto de inflexion de la curvaedaaciony = . Calcular la ecua-

XZ

cion de la recta tangente a la curva en ese punto.

Un punto de inflexion de una curva se encuentréogrpuntos de abscisa que
anulan la segunda derivada y que hacen distinterdea la tercera derivada.

_1-(x2-1)-x 2x _x*-1-2x" 1+ %

S =] o A e

yr= _2X - (x2 —1)2 —(1+ xz) 2 (x2 —]) 22X __2X (x2 —1)—4x -(1+ xz)
e 1) (¢ -1

_ 4x + 4x% - 2x% + 2x _ 2x° +6X _ ZX(X2 +3) -
(X2 _1)3 (XZ _1)3 (XZ _1)3

(x2 - 1)G (x2 - 1)4

_ 60 +1) - (x* -1)-12x* -36x> _ 6(x* ~1)-12x* =36x* _ _6x* +36x* +6 _
(x2 —1)4 (x2 —1)4 (x2 —1)4

g (6x2 +6) : (x2 —1)3 —2x(x2 +3) .3 (x2 —1)2 . 2X (6X2 +6) : (X2 —1)—12X2(X2 +3) _

=0 ;; 2x(x2+3):O ;X

I
o



_0+0+6_-6
(0-1* 1

y''(0) = =-6#0 = Punto de inf lexién para x=0

y(0)=020_1:0 = P.1. = 0(0, 0)

La tangente a una curva en un punto es la rega pendiente es igual a la deri-
vada de la funcion en ese punto.

Por ser el punto de inflexion el origen de cooatias la tangente es la recta afin
gue pasa por el origen con pendiente -1, 0 sea:

Tangente y=-x ;; t#x+y=0
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1 k -1 1

2°) Calcular elrangode lamatriiz={2 1 -k 2 | segun los valores del parame-
1 -1 -1 k-1

tro k.

El rango maximo que puede tener A es 3, por terfiéas.

2 1 :
El rango de A es, por lo menos 2, por )sler _1‘ =-2-1=-3#0. Veamos si

tiene rango 3 para algun valor de k:

1 k -1

c.c,,c}l=12 1 -k|=-1+2-k*+1-k+2k=-k*+k+2=0;; k*-k-2=0
1 -1 -1

k:1141+8:1¢J§:113:3IQZZ;;k2:_1

2 2 2

1 k 1

fc,c,,cl=12 1 2 |=k-1-2+2k-1+2-2k(k-1)=3k-2-2k* +2k =
1 -1 k-1

=-2k?+5k-2=0:; 2k?*-5k+2=0

_ 5++/25-16 _5++9 5%3 o
k = = = =k =2;; k==
4 4 4 2
k -1 1
c,,c,,cl=|1 -k 2 |=-k*(k-1)-1+2-k+2k+k-1=-k*+k>+2k =0 ;;
-1 -1 k-1

—k(kz—k—Z):O ik, =0;; k*-k-2=0;;k =2;; k,=-1

Para k=2 = Rango A=2 ;; Para k#2 = Rango A=3
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3°) Enunciar el Teorema de Bolzano. Aplicarlo gmostrar que la ecuacion x = cos x
. .z . T
tiene al menos una solucion en el mter\{aﬂpz]

El teorema de Bolzano se puede enunciar de leesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [a, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entoncesesalstnenos un valae(a, b) tal que

f(c)=0".
La ecuacion x = cos x se puede considerar comdumeaon f(X) = X — cos X.

La funcidn f(x) es continua en su dominio, qu&epor tanto lo sera en cualquier
intervalo finito que se considere.

Se trata de encontrar dos valores finitos deyx) atales que: f(a) < 0 y f(b) > O:
Por ejemplo:

£(0)=0-cos0=-1<0 ;; f(z)=2-cost="-0="50
2 2 2 2

Segun el teorema de Bolzano, se puede afirmatagfuncion f(x) = x — cos X

tiene al menos un punto de corte con el eje OXl emexrvalo (0, ,ETJ y, COMO conse-

cuencia, la ecuacion x = cos x tiene al menos whaci®n positiva en el intervalo

<7
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4°) Calcular el area del triangulo que tiene patiegs los puntos de interseccion del
planon=x+y+2z-2=0 con los ejes de coordenadas.

Los puntos de corte del plamocon los ejes coordenados son:

X :{;’:8} - A2 00) Y:{’Z‘:g} - B(0,20);; z:{’;g} -~ c(0, 0, 1)

Los vectores que determinan el triangulo son:

u=AB=B-A=(0,20)-(2 0,0)=(-2 2 0)

v=AC=C-A=(001)-(2 0 0=(-2 0 1)

El &rea de un triangulo es la mitad del area dedlplogramo que determinan dos

vectores y el area del paralelogramo, a su vee| egdulo del producto vectorial de
los dos vectores, por lo cual:

i ok
1 |—_ —_1 1 .. a1 , o
SABCZE-‘UDV‘:E- —; 3 Cl)ZE-|2|+4k+2]|:§-|2|+2]+4k|:||+1+2k|:

ABC

=12 +17 + 22 _% J6 = */26
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OPCION B

lim T e
1°) Calcular: a ) x 1 b) | © . dx
X->1{x=-1 Lx y1+e”
lim ((x 1 1 1_1 1 lim xLx-(x-1)
a) — — - == —-"=0w-0 = |ndet. >
Xx-1\x-1 Lx) 1-1 L1 0 0 X -1 (x-1)Lx

_ lim xLx-x+1_1L1-1+1_0+0_0
x-1 (x-1)Lx  (1-1)L1 0-0 ©

= Indet. = {L'Hopital} =

1
lim 1'LX+X';_1+O_ lim  Lx+1-1 _ lim L x L1 _

=

Xol g ixr(x-1)- 2 X toixer-t Xl et ot
X X X 1

B lim X 1
1 x_.10-x+1 O

:g = Indet. = {L'Hopital} =

iYoo)

0 e 1+e* =t
b) I= -dx:>{x
{ e dx = dt

x=1l-t=1+e _1+e1. _ +e _
Xzoﬁt:l}jl_]‘g dt—[Lt]l =

1

=L(l+e)-L1=L(Q+e)-0=L(1+e

N—
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X-y—-2z=-1
2°) Resolver el sistemaax+2y -z =2 cuando sea compatible indeterminado.
X+ay+2z=3

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsesites:

1 -1 -2 1 -1 -2 -1
M=|la 2 -1|;; M'=la 2 -1 2
1 a 2 1 a 2 3
1 -1 -2
IM|=|a 2 -1|=4-2a’+1+4+a+2a=-2a’+3a+9=0;; 2a’-3a-9=0
1 a 2
_3+4/9+72 3+.81_ 3+9 .3
a= 2 == "2 :>al—3,,a2——§

a#3
Para {a 3} — Rango M = RangoM'=3=n° inc6ég. = Compatible Determinado
2
2

Veamos ahora el rango de M’ para los valores thadia

1 -1 -2 -1
Paraa=3= M'=|3 2 -1 2 |={C,=C,-C,}= Rangode M'=2
1 3 2 3

Para a=3= Rango M = RangoM'=2<n° incdg = Compatible Indeterminado

1 -1 -2 -1
Paraa:—g:M':g 2 -1 2| = Rangode M' =
1 2 2 3
1 -1 -1
~{C,C.C) = |2 2 2|=6-2-2+2+3+4229-2,9,36-9+18
4 2 4 2 4

[EEN
N o
w

:§¢o — Rangode M'=3




Para a= :—23 — Rango M # RangoM '= Incompatile

Resolvemos cuando a = 3 (Compatible Indeterminado)

X—-y—-2z=-1
Para a = 3 resulta el sisteq@x+2y—-z=2. Despreciando una de las ecuaciones
X+3y+2z=3

y parametrizando una de las incognitas, resulta:

x-y-2z=-1 _ X—y=-1+21] 2x-2y=-2+4) o
{3X+23’/—z:2 = z2=A = 3X+2y =2+ 3x+2y =2+ = 5Xx =54 ;;

X=A ;; X=y==1+21;, y=x+1-2A=A+1-2A=1-A=y

X=A
Solucion: <y=1-4A, OAOR
z=A
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3°) Hallar las asintotas y los extremos relativedadfuncion f (x) :ﬁ. Hacer
X X

una grafica aproximada de la funcion.

Las asintotas de la funcidn son las siguientes:
Horizontales: son los valores finitos de f(x) cuaxdiende a infinito:

[im [im X
=k= f(x)= —————=0=y (Eje X
y X — 00 (X) X > 0o X>+Xx+1 il (Eje X)

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.
x*+x+1=0;; xXOR = No tiene asintotas verticales

Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcion racional tenga asintotasuals es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeti@iminador).

Para estudiar los extremos relativos, derivamos:

, 1- (X2 +x+1)-x(2x+1) _ x® +x+1-2x* - 1-x° ,
f(x): ( . ) 2( ):X X2 X2 X: - X 2:f()()
(x +x+l) (x +x+l) (x +x+1)
2
f'(x)=0= 17X =0;;1-x*=03;; x,=1;; x,=-1

(x? + x+1)

£(x) = —2x - () +x+1) - [1-x?) - 2- (x* + x+1) - (2x+1)
(x? + x+12)’

=2 (x2 +x+1)— 2(1—x2)(2x+1) _=2x*=2x? —2x—2(2x+1—2x3 —xz)

(x* +x+12)° (x? + x+12)°

_ 22X - 2x - 2x—4x -2+ 4 +2x7 _ 2xP-6X _ 2x(x2—3) - £ (x)

(x2+x+1)3 (x2+x+1)3 (x2+x+1)3

fr(1)= 21- )3 =450 = Méximo absoluto para x =1
(12 +1+1) 27

f(1) _ 1 -1 vaimo A{L %J

T 12+1+1 3




fr(-1)=—"-—=L="==>0 = Minimo absoluto para x = -1

_ -1 _1__ a1
f(—l)—1_1+1— ;=1 = Minimo: B(-1 -1)
2_
Siendof"(x)z%, la funcion tiene puntos de inflexion para losoves
X2+ X+

que anulan la segunda derivada, 0 %€&,0, x, =+/3 y X, =—/3..

3 3 _J§(4—J§)_4J§—3:>
T 3+43+1 4+43 13 13

f(0)=0 = P.1.: 0(0, 0) ;; f(v3)

| 43-3 LA —VB -3 -yBlasyE)_
= P.I..C[\/é, = jm(ﬂa 030) ;; f */é)"g_\/g+1"4_\/§‘ 8

:ﬂ — P.1.:D| -+/3 ﬂ
13 13

] 0(- 173 - 076)

La representacion aproximada de la funcidn egjlaente:

\(Ak

C  f(x)
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X=2_y_z+1

4°) Sea el plan@ que contiene a la rectaz—3 =5 4 y al punto P(3, 1, 2). Es-

tudiar la posicion relativa del plamoy la rectas=(x, y, z)=(0, 1, 0)+a(1, 2 3). Ha-
llar, si existe, el punto de interseccion.

Un punto de la recta r es A(2, 0, -1) y su vedicector esv = (-3, 2, 4). Los
puntos A y P determinan el vectar= AP=P-A=(3 1, 2)-(2 0, -1)=(1, 1, 3).

El planon puede determinarse por el punto Ay los vectareg v :

Xx-2 'y z+1
n(A; u, V)E 1 1 3 [=0; 4(x-2)+2(z+1)-9y+3(z+1)-6(x-2)-4y=0 ;;
-3 2 4

-2(x-2)-13y+5(z+1)=0 ;; —2x+4-13y+5z+5=0 ;; m=2x+13y-52-9=0

Un vector normal del plano es = (2, 13 -5) y el vector director de la recta s es
w=(1 2 3.

Como puede observarse, los vectoney w son linealmente independientes, lo
cual significa que

La recta s y el plano 7 son secantes

Un punto genérico de la recta s@&, 1+2a, 3a). Si el punto Q pertenece al
planon tiene que satisfacer su ecuacion:

T=2x+13y-52-9=0
= 20+13-(1+2a)-5-30-9=0 ;;
Qla, 1+2a, 3a)

20 +13+26a0-150-9=0 ;; 130 +4=0 ;; a:—% ;e 1+2¢7:1—§:E

13 13
4 5 12
Q( 13’ 13 1—3)
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